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基于去噪复数 FastICA 和稀疏重构的相干信号欠定 DOA 估计 
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摘  要：针对现有的存在相干信号的 DOA 估计方法大多数不能用于欠定的情况，即入射信号数超过传感器数的

问题，提出了一种复数快速独立成分分析算法（即复数 FastICA 算法）和稀疏重构算法结合的 DOA 估计方法。

当均匀圆阵传感器数目为 M 时，该算法最多可以估计 M(M−1)入射信号的到达角。针对低信噪比情况下，复数

FastICA 分离效果差的问题，提出了 2 种圆信号与非圆信号情况下通用的去噪复数 FastICA 算法。仿真结果与实

测数据结果表明，该算法可以进行欠定情况相干与非相干信号共存的 DOA 估计，与目前的几种算法相比，所提

的 DOA 估计方法算法具有良好的性能。 
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Underdetermined DOA estimation of coherent signals based on  
denoising complex FastICA and sparse reconstruction 
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Abstract: To solve the problem that most of the existing direction of arrival(DOA) estimation methods for coherent sig-
nals could not be used in the case of under determination, where the number of incident signals exceeds the number of 
sensors, a DOA estimation method combining complex fast independent component analysis (FastICA) and sparse recon-
struction algorithm was proposed. When the number of uniform circular array(UCA) sensors was M, the DOA of M(M−1) 
incident signals could be estimatedat most. To solve the problem of poor separation effect of complex FastICA in the case 
of low signal-to-noise ratio(SNR), two general denoising complex FastICA algorithm were proposed, which could be 
used in the case of circular signal and non-circular signal. The results of simulation and measured data show that the pro-
posed algorithm can estimate both coherent and incoherent signals in underdetermined cases. Compared with several ex-
isting algorithm, the proposed DOA estimation algorithm has good performance. 
Keywords: underdetermined, complex fast independent component analysis, sparse reconstruction, DOA estimation, de-
noising, coherent signal 
 

1  引言 

实际的通信环境中，多径效应导致存在大量相

干信号，使入射信号的数量超过传感器的数量的现

象普遍存在。在这样的复杂环境中，现有的到达角

（DOA, direction of arrival）估计方法将失败。DOA
估计还有一个重要的目标就是在大量噪声的情况

下，定位间隔较小的信号源。许多经典的 DOA 估
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计技术通过利用少量源的存在来实现超分辨率。例

如，Krim 等[1]研究的多重信号分类（MUSIC, mul-
tiple signal classification）算法的关键部分就是低维

子空间的假设。因此，需要针对以上情况寻找一种

新的 DOA 估计方法。 
目前，DOA 估计方法可分为三类：基于子空间

的方法、基于独立分量分析（ ICA, independent 
component analysis）的方法、基于稀疏重构的方法。

当传感器和时间样本足够时，除 MUSIC 算法，

Esfandiari 等[2]和 Zhuang 等[3]研究了其他基于子空

间的方法，该类方法利用信号和噪声子空间之间的

正交性来估计信号源的 DOA。但是，当入射信号的

数量大于传感器的数量时，这些算法因为噪声子空

间的消失都会失去最佳性能。 
当入射信号的数量不大于传感器的数量时，基

于 ICA的方法可以实现信号的盲分离和DOA估计，

其中分离再测向有助于多信源的 DOA 估计。

Zamani 等[4]和 Johnson[5]通过 ICA 与波束合成结合，

提高算法的收敛速度，但这些方法只能解决独立信

号的 DOA 估计问题。对于相干信号，基于 ICA 的

方法的性能将严重下降。基于稀疏重构的方法可以

根据不同的稀疏重构算法分为三类：Trinh-Hoang
等[6]探究的基于匹配追踪（MP, matching pursuit）的

方法、Malioutov 等[7]和 Soubies 等[8]探究的基于 lp
范数的方法、Hu 等[9]和 Huang 等[10]探究的基于稀

疏贝叶斯学习（SBL, sparse bayesian learning）的方

法。与基于子空间的方法和基于 ICA 的方法相比，

基于稀疏重构的方法在低信噪比（ SNR, sig-
nal-to-noise ratio）、小样本和信号相干的情况下可以

获得更好的性能。但是需要入射信号的数量小于传

感器的数量。对于欠定情况，仍然无法解决相干信

号 DOA 估计问题。 
针对现有算法的不足，本文提出了一种基于

ICA 和稀疏重构的 DOA 估计方法。ICA 算法中的

快速独立主成分分析（FastICA, fast independent 
component analysis）算法具有收敛速度快、易使用

等优点，故本文使用 FastICA 算法进行信号盲分离。

首先，通过 FastICA 算法估计阵列流形；然后，将

阵列流形中的导向矢量视为阵列输出的单个时间

样本，并通过稀疏重构来估计分离后的独立信源的

DOA，独立信源可能包含相干信号和非相干信号。

理论分析和仿真与实测实验结果表明，该方法可以

解决欠定情况下相干信号的 DOA 估计问题，并能

进行多个非相干圆或非圆信号的 DOA 估计。 

2  系统模型 

假设有 M 个阵元的均匀圆阵（UCA, uniform 
circular array），如图 1 所示。该圆形阵列接收 N 个

入射复数独立信源，包含 NI个非相干复信号源和 K
组相干复信号源，则独立信源总数为 N=NI+K，这

些信号源位于不同方向的阵列远场中。其混合模型

可以写成 
 ( ) ( ) ( )t t t= +x As n  (1) 

其中， T
1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]Nt t t t=s s s s 为未知源信号；

T
1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]Mt t t t=x x x x 为 观 测 信 号 ；

[=A 1 2( ), ( ), , ( )]Nθ θ θa a a 为混合阵列流形矩阵，
H

2π 2π( ) exp j cos , 1, ,( 1)n n
r i Mi

M
θ θ

λ
⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞= − =− −⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

a ，

nθ 为第 n 个信号的波达方向角，λ为信号的波长，

r 为均匀圆阵的半径；n(t)为均值为 0 的加性白高斯

噪声。 

 
图 1  均匀圆阵示意 

当信号为相干信号时，假设第 k 个入射源信号

( )k ts 包含 kL 个相干信号，这些相干信源从 lkθ 方向

入射到阵列上，其中 lk 1,2 kL= 。假设在 lkθ 中有

2 个相关信号 ( )ik ts 和 ( )jk ts ，则两信源的相关系数

表示为 
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由以上定义可知，当信源相干时，相干信源之

间只相差一复常数。阵列相干信号的数据模型应调

整为 

  
k

lk lk
lk=1

L

n k kμ= =∑a b B u  (2) 

其中，

H

lk
2π 2πexp j cos , 1,( 1)lk

r ii
M

θ
λ

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞= − =− −⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
b  

2, , M ； 1[ , , ]
kL=KB b b ； H

1[ , , ]
kLμ μ=ku ； lkμ

为传播衰落因子，即复常数。 
若信源中存在 K 组相干信号，相干信源总数为

1

K

K k
k

N L
=

= ∑ ，则入射信源总数即 I KL N N= + 。 

在实际环境中，由于相干信号存在，很可能导

致入射信号的数量大于阵列传感器的数量（即

L>M）的现象。在这种情况下，现有方法无法成功

估算 DOA。基于子空间的方法和基于稀疏重构的方

法都仅在 L<M 时有效。仅当 L≤M 时，基于 ICA
的方法才有效。当 L>M 时，一些不确定的 DOA 估

计方法[11]可以成功估计 DOA，但是这些方法都是

基于源信号稀疏的假设，这是一个限制性假设。针

对这一问题本文考虑了更实用的假设，即源信号是

独立的，且一组相干信源可以被看作一个独立信源。 
通过分析可知，存在相干信号情况下的阵列数

据模型只有阵列流形矩阵 A 不同，显然，当独立信

源数小于阵元数，即 N≤M 时，可以使用 ICA 方法

估计 A。但是由于相干信号的影响，DOA 的估计变

得更加复杂，不能用传统的方法估计 DOA。针对这

一问题，需要寻求一种新的 DOA 估计方法。 
观察可以发现，式(2)类似于阵列数据模型。当

Lk个相干信号同时入射到拥有 M 个阵元的阵列时，

导向矢量 na 可以看作阵列输出的单个时间样本。由

于阵列输出只有一个时间样本，基于子空间的方法

和基于 ICA 的方法都不能工作。近年来提出的基于

稀疏重构的方法在单时间样本条件下仍能成功地

估计到达角。 
如果 Lk<M，可以通过空间稀疏重构 na 来估计

相干信号组的 DOA。本文将 ICA 与稀疏重构相结

合，对存在相干情况下的入射信号 DOA 进行估计。

首先，利用复数 FastICA 方法估计由导向矢量组成

的阵列流形矩阵 A；然后，对每个导向矢量进行空

间稀疏重构，估计入射信号的 DOA。该方法可以同

时估计相干信号和非相干信号的 DOA，还可以在欠

定情况下估计相干信号的 DOA。同时，由于直射波

能量比其他反射或折射产生的相干信号高，可以通

过比较空间谱的峰值很容易地区分直射波的 DOA。 

3  复数 FastICA 算法 

3.1  除噪复数 FastICA 算法 
一般复数信号 ICA 模型为 

 =x As  (3) 

 = =y Wx WAs  (4) 

其中， T
1 2[ , , , ] N

N= ∈s s s s C 为源信号数据；
M N×∈A C 为 未 知 混 合 阵 列 流 行 矩 阵 ；

T
1 2[ , , , ] M

M= ∈x x x x C 为复数随机观测矩阵，复数

变量 I Qj , [1,2, ]i i ix x x i M= + = , I
ix R∈ , Q

ix R∈ ， Ix

为 x 的实部， Qx 为 x 的虚部。一般情况下，若复数源

信号具有圆性则 T{ } =E ss 0 ， T{ } =E xx 0 ，具有非圆

性则 T{ } ≠E ss 0 ， T{ } ≠E xx 0 。当式(3)满足入射独立

信源数不大于观测数据维数，即N M≤ 时，最多有一

个信号源是非高斯分布的，就可以恢复出原始信号。 
ICA 的目标是找到一个解混矩阵 W，当式(4)

中 y 的所有分量都是独立的时，W 达到其最优值。

y 为 M 个信源 s 的估计值，故 =WA I , 1−=A W ，此

时 1−W 为阵列流行矩矩阵 A 的估计。 
真实的应用中往往存在噪声，含噪声复数信号

ICA 模型为 

  = +x As n  (5) 

其中， T
1 2[ , , , ] M

M= ∈n n n n C 为噪声向量。每个噪

声 mn 都是均值为 0、方差为 2δ 的高斯白噪声，则
H 2{ } δ=E nn I 。噪声间相互独立，噪声与信源也相

互独立，噪声具有圆性信号的特征，则 T{ } =Ε nn 0 。 

一般情况下，获取的观测数据都具有相关性，需

要对数据进行去相关处理。白化是一种常见的去相关

方式，主成分分析（PCA, principal component analysis）
可用于白化处理，其具有降维功能，可以去除信号噪

声的干扰。在观测信号的维度数大于实际独立信源的

个数，即 M>N 时，可以经 PCA 降维使观测信号与实

际信源数相等。经过白化后观测数据的协方差是单位

矩阵，各维数据不相关。故经过 PCA 处理可以降低

观测数据的维度，且去除各观测数据间的相关性，从

而降低在 ICA 中问题的复杂度。 
使用 PCA 对数据白化，首先，对观测数据 x

各个分量进行中心化，即 
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 , 1,2, ,ii ix x x i M= − =  (6) 

其中， , 1,2, ,ix i M= 代表 x 每一行的平均数。 
使用中心化后的数据计算协方差矩阵，即

H{ } M M×= ∈R E xx C ， 对 R 进 行 奇 异 值 分 解
H=R UΣV ，其中U V、 分别为 M M× 的左、右奇

异向量矩阵，且均为酉矩阵；Σ 为M M× 的奇异值

对角矩阵。 
ICA 的前提条件是独立信源的准确估计，当非

相干信源与相干信源共存时，独立信源数

IN N K= + 。Bazzi 等[12]提出了一种改进的 MDL

（MMDL, modified minimum description length）算

法，在含噪声观测数据、快拍数较少的情况下，对

信源估计的准确率优于传统 MDL。使用 MMDL 方

法估计出独立信源数 N，取 U 中前 N 列的向量组成

NU ，对数据进行 PCA 降维处理，即 

  H
rot = Nx U x  (7) 

经过 PCA 降维后，对降维数据进行白化处理，

白化后的数据满足 H
white white{ } =E x x I 。降维后的每

一维数据是独立的，为确保每一维数据具有单位方

差，需对每一维数据除以标准差来进行缩放，则白

化后的数据为 

  rot
white 2

1,2, ,i

i

i N
σ

= =
x

x ，  (8) 

降维白化矩阵可表示为 

 
1

H2
white

N M
N N

− ×= ∈C Σ U C  (9) 

数据经过白化处理后，在复数 FastICA 算法[13]

中，代价函数为 
 H 2

white( ) [ | | ]w G=J E w x  (10) 

其中， N∈w C ，满足 2|| || 1=w ，由此产生的优化问

题表示为 
 

2

H 2
opt white

|| || 1
arg max { || || }G

=
=

w
w E w x  (11) 

其中，G 为非线性函数，常见的形式有 2
1( )G y y= ，

2 ( )G y b y= + ， 3 ( ) log( )G y b y= + ； y 为自变量；

b 为任取的常数值，通常 0.1b = 。 
Bingham 等[13-14]提出复数 FastICA 算法的圆性

信号学习规则为 

 

2 2 2
1

2 1
white 1

1

{ (| | ) | | (| | )}

{ (| | ) * }
|| ||

n n

n
n

n

g g

g

+

+
+

+

′= + −

=

w E y y y w
w

E y y x w
w  (12)

 

Novey 等[15]提出复数 FastICA 算法的非圆信号

学习规则为 

 
T 2 2

1 white white

2 2 2 2
white

{ } { (| | ) * }

{ (| | ) * } { '(| | ) | | (| | )}
n n

n

g' *

g g g
+ = −

+ +

w E x x E y y w

E y y x E y y y w
 

 1
1

1|| ||
n

n
n

+
+

+

=
w

w
w

 (13) 

其中， H
white=y w x ， ( )= ( )g G′y y ， ( )= ( )g G′ ′′y y ，*

代表求共轭。 
T

white white{ }E x x 推导过程为 

 
T T T

white white white white

T T T
white white

{ } { }

( { } { })T

= =

+

E x x C E xx C

C AE ss A E nn C  (14) 

其中， T{ } =Ε nn 0 ，对于圆性信号 T{ } =Ε ss 0 ，故
T

white white{ } =E x x 0。 

非圆性信号学习规则即式 (13)中的第一项
T 2 2

white white{ } { '(| | ) * } *ngE x x E y y w ，在圆性信号
H

white white{ } =E x x I 时其值为 0，故不论入射信号为

圆性信号还是非圆性信号，都可使用式(13)计算，

故复数 FastICA 算法的通用学习规则为式(13)。 
要进行N个信源的估计，需进行N次迭代计算，

最终解混矩阵 H
1 2[ , , , ] N N

N
×= ∈W w w w C ，在完成

所有迭代后，对 W 进行对称正交变换，去除W 间

的 相 关 性 ， 避 免 nw 收 敛 到 相 同 极 值 ， 即
1

H 2( )
−

=W W WW 。 

除噪复数FastICA算法具体步骤如算法1所示。 
算法 1  除噪复数 FastICA 算法 
1) 使用 MMDL 算法计算独立信源个数 N； 
2) 使用 PCA 对观测数据 x 进行中心化； 
3) 通过式(9)求得降维白化矩阵 Cwhite，得到

white white=x C x ； 

4) 对 解 混 矩 阵 W 进 行 初 始 化 使
H

1 2[ , , , ]n N= =W w w w I ； 

5) 令 1i = ； 
6) 使用式(13)对 iw 进行更新； 

7) 若不满足 1| |i i ε+ − <w w ，则返回步骤 6)，直

到满足收敛条件； 
8) 满足收敛， 1,i i i N= + < ，继续完成使用步

骤 6)下一个分量的分离； 
9) 完成所有分量分离，对求得的 W 进行正交

变换
1

H 2( )
−

=W W WW ； 
10) 得到除噪白化的分离矩阵 H

white=F W C 和



·176· 通  信  学  报 第 42 卷 

 

信源估计 ˆ =s Fx 。 
3.2  去噪复数 FastICA 算法 

当 SNR 较大的情况下，噪声对信号的影响可以忽

略，使用上文中的除噪算法，在计算时只选取信号子

空间，使用 PCA 进行降维直接去除噪声的影响。当信

噪比 SNR 较小时，需要考虑到噪声对信号的影响。 
使用式(6)对观测数据进行中心化，并计算协方

差矩阵 H{ } M M×= ∈R E xx C 。对协方差矩阵进行奇

异值分解，即 
 H H

S N S N= + = = +R R R UΣV U Σ Σ V（ ）  (15) 

其中， 2 2 2
1ˆdiag( , , ) diag( , ,S M M Nδ δ σ×= =Σ Σ，  

2 2 2 2 2
1ˆ ˆ ˆσ ,0, ,0) diag( , , , , ,N M M Nσ δ σ δ δ× = + +Σ，

2 2 2 2 2
1 2) ( , , , , , )M M N M M Mδ σ σ σ σ× ×= 。 

奇异值对角矩阵 Σ 理论上应满足如下关系：

σ1
2>σ2

2>…>σN
2>>σN+1

2=…=σM
2=δ2。 

奇异值前 N 个对应信号子空间，后 M−N 个对

应噪声方差 2δ 。但在实际计算时，这些奇异值
2 2

1, ,N Mσ σ+ 往往不是相同的值，故无法直接得到噪

声方差 2δ 。 

若已知独立信源数 N，通过噪声子空间特性，

可近似估计噪声方差 

 
2 2

2 1N M

M N
σ σ

δ + + +
=

−
 (16) 

则 N 个信源组成的信号子空间奇异值矩阵为 

 2 2 2 2
1

ˆ diag( , , )N N N Nσ δ σ δ ×= − −Σ  (17) 

依据白化原则，对观测数据进行降维和去相关

线性变换，因为去噪白化操作后的数据不再满足协

方差矩阵为单位矩阵，用“近白化”代替白化，则

近白化矩阵为 

 
1

H2
white

ˆ ˆ N M
N N

− ×= ∈C Σ U C  (18) 

其中，UN为矩阵 U 的前 N 列。 
近白化后的观测矩阵为 

 white white
ˆˆ =x C x  (19) 

经过去噪变换后，近白化后的数据协方差矩阵不

再是正交矩阵，结合式(14)推导及 H
N N N=U U I ，可得 

T T
white white white white

1 1
H H 22 2

1 1 1 1
H H 22 2 2 2

ˆ ˆˆ ˆ{ } { ( ) }

( )N N N N N N N

H
N N N N N N N N N N N

δ

δ

− −

− − − −

= =

+ =

+ =

E x x E C x C x

Σ U U Σ U I U Σ

Σ U U Σ U U Σ Σ U IU Σ

  

 2 1
N Nδ −+I Σ  (20)   

Bingham等[13]和Novey等[15]在对式(12)和式(13)
的 推 导 中 均 使 用 了 近 似 关 系 H{ ( )}f ≈E uu u  

H{ } { ( )}fE uu E u ，其中，u 为白化处理后的数据
H{ } =E uu I ，故 

 H{ ( )} { ( )}f f≈E uu u E u  (21) 

式 (21) 对 应 式 (12) 和 式 (13) 中 的
2 2 2(| )| | ( )}{g | g | |′ +E y y y ，根据近似关系有 

 
T 2 2 2

white white

2 2 2

ˆ ˆ{( )[ (| | )| | (| | )]}

{ (| | )| | (| | )}

g g

g g

′ + ≈

′ +

E x x y y y

E y y y  (22)
 

依据式(20)推导结果，在去噪情况下式(22)应为 

 
T 2 2 2

white white

2 1 2 2 2

ˆ ˆ{ [ '(| | ) | | (| | )]}

( ) {[ '(| | ) | | (| | )]}N N

g g

g gδ −

+ ≈

+ +

E x x y y y

I Σ E y y y  (23)
 

根据以上推导，去噪复数 FastICA 算法的学习

规则为 
2 1 2 2 2

1

2 T 2 2
white white white

{[g (| | )| | | | ]}
ˆ ˆ ˆ{ ( ) } { } ( }

n K N

n

δ g

g | | * {g' | | ) * *

−
+ ′= + + −

+

w I Σ E y y y

E y y x E x x E y y w
 

 1
1

1|| ||
n

n
n

+
+

+

=
w

w
w

 (24) 

对 W 进行正交处理，即
1

H 2( )
−

=W W WW ，得

到解混系数矩阵 N N×∈W C ，则去噪白化的信源分离

矩阵表示为 

  H
white

ˆ N M×= ∈F W C C  (25) 

信源 s 的估计表示为 
 ˆ =s Fx  (26) 

去噪复数FastICA算法具体步骤如算法2所示。 
算法 2  去噪复数 FastICA 算法 
1) 使用 MMDL 算法计算独立信源个数 N； 
2) 对观测数据进行中心化处理； 
3) 利用式(18)对中心化后的数据进行去噪近

白化处理，得到 white white
ˆˆ =x C x ； 

4) 令 1i = ； 
5) 使用式(22)对 iw 进行更新且归一化； 

6) 若不满足 1| |i i ε+ − <w w ，则返回步骤 5)，直

到满足收敛条件为止； 
7) 满足收敛， 1,i i i N= + < ，继续使用步骤 5)

完成下一个分量的分离； 
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8) 完成所有分量分离，对求得的 W 进行正交

变换，即
1

H 2( )
−

=W W WW ； 

9) 得 到 去 噪 白 化 后 的 信 源 分 离 矩 阵
H

white
ˆˆ =F W C 和信源估计 ˆˆ =s Fx 。 

上述 2 种去噪算法中，算法 1 直接使用 PCA
去除噪声部分，针对信号强度相当、信噪比高、噪

声影响小的情况，利用白化处理把观测信号全部投

影到信号子空间，在复数 FastICA 中也没有考虑噪

声的影响。算法 2 适用于存在微弱信号或噪声过强

等强干扰的情况，根据噪声高斯、独立性，对噪声

进行了估计，在白化处理中，在信号子空间中减去

噪声方差，滤除信号子空间中噪声的干扰，并在复

数 FastICA 算法的迭代中，考虑了噪声的影响对学

习规则进行改进，使盲分离算法更适用于存在噪声

的情况和微弱信号的提取。 

4  基于稀疏重构的 DOA 估计 

从 ICA 的角度来看，接收到的阵列数据是由不

同方向接收到的独立信号混合而成的。混合矩阵为

A，可以用复数 FastICA 估计分离矩阵，则 A 可以

用分离矩阵来估计。 
对 A 中的每一列进行稀疏重构，稀疏重构是由

观测向量重构稀疏信号的过程。只要满足信号稀疏

或可压缩条件，就可用一个观测矩阵对矩阵进行稀

疏表示，稀疏表示后的信号越稀疏则重建后的精度

就越高，所包含的信源 DOA 信息越全面。对于稀

疏表示的信号，通过求解一个优化问题就能近似地

重构信号。观测信号中信源具有稀疏性，且每次都

对 A 中一列即单个独立信源进行重构，稀疏重构理

论正是运用信号在观测空间上的稀疏特性来实现

对入射信号角度估计的。 
经过以上 2 种算法分析计算，假设已经使用

算法 2 估计去噪白化处理后的阵列流行矩阵
H #

white
ˆ ˆ( )=A W C ，其中#表示矩阵的伪逆。虽然 ICA
不能识别出矩阵 A 的导向向量顺序，但在本文所

提 DOA 估计方法中并不会产生影响。假设 na 是

Â 的第 n 列即第 n 个信源的导向向量。算法的目

标就是通过估计的导向向量 na ，求得其中非相干信

源 的 到 达 角 度 nθ 或 相 干 组 信 号 到 达 角 度

1 2 lk, , ,θ θ θ 。 
为将导向向量 na 作为稀疏表示问题，引入一个

包括所有可能入射信号 DOA 的过完备字典 D，假

设 1[ , , ]Qα α=Θ 是所有可能的 DOA 组成的抽样网

络。矩阵Θ中的列表示潜在入射信号 DOA 对应的

导 向 矢 量 ， 1 2[ ( ), ( ), , ( )]Qα α α=D d d d ，

H
2π 2π( ) exp j cos ( 1) 1, ,q q

r i i M
M

α α
λ

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞= − − − =⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

d ， ，

D 是已知的，并且与信号源的实际位置无关。 ˆna 的

空间过完备表示为 

 ˆ ˆn = +a Dv n  (27) 

其中， n̂ 为小噪声部分， 1 2[ , , , ]Qv v v=v 。如果

lkqα θ= ，则 lkqv μ= ；否则 0qv = 。将 DOA 估计问

题转化成 v 的稀疏谱问题， v 中包含入射信号的真

实 DOA 处主峰。可以解决式(27)的逆问题，通过

L1 范数的方法将其正则化，使其有利于信号稀疏。

最小化 v 的空间谱，则代价函数为 

 2
2 1

ˆmin || ||n β− +a Dv v  (28) 

由于目标函数的数据是复数值，因此，无论是

线性规划还是二次规划都不适用于其优化。此时，

可以采用二阶锥规划（SOCP，second order cone 
programming）[16]，把复数凸优化问题转化成 SOCP
问题，使在内点方法（IPM, interior point method）
框架下实现高效的全局收敛算法。 

把 L1 范数形式转化为 SOCP 形式。根据 Lobo
等[17]对 SOCP 的推导与分析。把式(28)转换成 SOCP
形式，使用辅助向量 e 和 f 把目标函数进行线性表

示，将非线性部分代入约束条件，则优化目标可转

换成如下形式 

 2
n 2 1

min  
ˆs.t. || || ,|| ||

β+
−

e f
a Dv e v f≤ ≤

 (29) 

其 中 ， v 为 由 非 负 复 值 组 成 的 矢 量 ， 故

T
1

1
|| ||

Q

i
i=

= =∑v v I v ； I 为 1Q× 的全 1 向量。约束条

件 1|| ||v f≤ 可以表示成 2
i iv r≤ ，其中 1,2, ,i Q= ，

故 TI r f≤ ，其中 T
1 2[ , , , ]Q=r r r r 。此外 ˆn −a Dv 可

以用 nq 表示，即 ˆn n= −q a Dv 。 

故 SOCP 最终优化问题表示为 

 2 T
2

2

min 
s.t. || || ,  

, 1,2, ,
n

i i

β

i Q

+

=

e f
q e I r f

v r

≤ ≤

≤  (30)
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式(30)中重要的部分是正则化参数 β 的选择，

其平衡了实际问题中数据的拟合和稀疏性。

Malioutov等[6]所提的L1-SVD算法中已经给出关于

β 的选择方法。β 参数的选择是稀疏重构的关键，

在文献[6]中 β的选择与信噪比有关，需要根据噪声

的大小分情况多次计算，特别是在信噪比较小的情

况下，参数选择过程较复杂。但在本文中，阵列流

行矩阵 A 的估计经过去噪处理，其中噪声已进行滤

除，存在较小的噪声。此时，只需保证 β尽可能小，

且满足 2 2
2ˆ|| || β>n ，β 选择一个较小的固定值进行计

算，即可进行信号稀疏。 
本节算法具体步骤如算法 3 所示。 
算法 3  基于复数 FastICA 与稀疏重构的 DOA

估计 
1) 根据算法 2 计算出分离矩阵，估计阵列流行

矩阵 H #
white

ˆ ˆ( )=A W C ； 

2) 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ[ , , , ]n=A a a a ，令 n=1； 

3) 此时将 ˆna 看作阵列单个时间样本，以1°为

采样间隔构造过完备字典 D，通过式(29)SOCP 框架

求解 v ，通过 v 的谱峰计算 ˆna 中包含的独立信号

DOA 或相干信号 DOA； 
4) 令 1n n= + ，若 n N≤ ，返回步骤 3)；否则

结束循环；完成所有信号的稀疏。 

5  性能分析 

基于 ICA 的算法最多能处理 M 个独立信源。

在单个时间样本的情况下，稀疏重构算法最多能处

理 / 2M⎢ ⎥⎣ ⎦ 个入射源信号[18]，因此本文所提算法最

多能够处理 / 2M M⎢ ⎥⎣ ⎦ 个入射信号。实际上，如果

源信号的幅值满足随机分布，那么稀疏重构算法能

够处理 s 的入射信号数可以达到 1M − 个。因此，

本文所提算法最多能够处理 ( 1)M M − 个入射信号。

例如，当阵列传感器数量为 3 时，该方法可最多可

以处理 6 个入射信号，其中 3 组相干信号，每组相

干信号包含 2 个相干信号。 
在复数 FastICA 算法之前，使用 PCA 预处理方

式。对于阵列流行矩阵 A 而言，若信源数与阵元数相

等，A 需要估计 M2个元素，经过白化后 A 的待估计

个数降为 M(M−1)/2，且 A 的估计为 H #
white

ˆ ˆ( )=A W C ，

白化矩阵 whiteĈ 经过 PCA 降维处理为 M×N，故 W 只

需估计 N2 个元素，即 A 只需估计 N2，大幅减少了

FastICA 计算量，提高了算法的运算效率。 

6  实验仿真分析 

为验证 ICA 算法的分离效果，仿真实验使用

Amari 指数[19]对除噪 FastICA算法和去噪 FastICA
算法的分离信号性能进行评估。Amari 指数的定

义为 

 
1 1

1
1

2 ( 1) max

N N
ij

A
i j n in

p
N N p= =

⎛
= +⎜ −⎜− ⎝

∑∑I  

 
1 1

1
max

N N
ij

j i n nj

p

p= =

⎞
⎟−
⎟
⎠

∑∑  （31） 

其中，N 代表信源数； H
white= =P W C A FA ，即分

离矩阵与混合矩阵 A 的积。 [0,1]∈AI ，10log AΙ 的

值代表分离效果，值越小分离的效果越好，若

10log 10< −AI ，则表示分离效果较好。 

为验证本文所提 2 种去噪算法在不同信噪比下

的分离效果，使用非线性复数 FastICA 算法[15]进行

对比实验。进行仿真实验，经过 500 次蒙特卡罗实

验，在九阵元均匀圆阵，3 个非相干入射信号

[30 ,260 ,120 ]° ° ° ，中心频率为 500 MHz，快拍数

L=500，阵元半径为 0.58 m，对 3 个信号进行盲分

离，分离效果如图 2 所示。 

 
图 2  不同信噪比下 3 种 FastICA 算法分离效果 

从图 2 可以看出，当信噪比为[−20 dB,20 dB]
时，3 种 FastICA 算法均能达到较好的分离效果。

当信噪比为[−20 dB,−8 dB]时，去噪复数 FastICA 算法

优于除噪复数 FastICA 算法，平均要好约−1 dB。当

信噪比大于−5 dB 时，2 种去噪算法的性能趋于一致。

非线性复数FastICA算法的性能由于没有去噪降维处

理，性能整体弱于 2 种去噪算法，平均差约−4 dB。 
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对算法收敛性进行分析，SNR=−5 dB，经过

500 次蒙特卡罗实验，在门限设置为 1210− 、最大迭

代 500 次情况下，收敛次数对比如表 1 所示。非线

性 FastICA 算法迭代次数平均为 68 次，远高于所提

的 2 种去噪算法。除噪复数 FastICA 算法与去噪复

数 FastICA 算法均表现出良好的算法性能，在迭代

15 次以内就取得良好的收敛性。 

表 1 3 种 FastICA 算法收敛次数对比 

算法 平均收敛次数/次 

非线性 FastICA 算法 68 

除噪复数 FastICA 算法 12 

去噪复数 FastICA 算法 14 
 

通过非线性 FastICA 算法与 2 种去噪 FastICA
算法的分离效果和收敛性能分析实验，可以看出去

噪确实提高了对盲信号的分离性能，特别是算法的

收敛速度得到明显提高，分离效果也得以提高。去

噪复数 FastICA 算法整体表现优于除噪复数

FastICA 算法。 
为验证 DOA 估计算法的有效性，使用

L1-SVD[6]、MUSIC[1]算法和极大似然估计（DML, 
deterministic maximum likelihood）[1]与本文所提算

法进行对比，分别进行实测数据实验、相干信号

欠定仿真实验、非相干信号超定仿真实验、低信

噪比和信源小间隔实验等，对算法的性能进行分

析验证。 
使用九阵元圆阵接收机，接收机阵元半径为

0.58 m，中心频率为 600 MHz，快拍数为 8 192。采

集实际数据，其中包含一个非相干信号103°及一组

相干信号[256 ,320 ]° ° ，根据 MMDL 判断独立信源

数 N 为 2。 
表 2 给出了真实采集数据的情况下，子空间经典

算法、L1-SVD 与本文所提算法的 DOA 估计结果。

因为有相干信号与非相干信号同时存在，在没有进行

解相干的情况，直接判断信源个数，故观测信号中只

包含 2 个独立信源数，MUSIC 算法和 DML 算法都依

赖于信源数的准确性，故只能测出 2 个信源的 DOA。

L1-SVD 法和本文所提算法在只提供独立信源数的情

况下，仍然可以得到 3 个信源的 DOA，在本次实验

中，L1-SVD算法对其中一个信源320°的结果存在1°
偏差，本文所提算法的测向结果较为准确。 

3 种算法在包含相干与非相干实测信号空间谱图

如图 3 所示。从图 3 可以看出，3 种算法均在 3 个目

标信源 DOA 处产生谱峰。但是在只有 2 个独立信源

的前提下，MUSIC 只能得到 2 个信源 DOA 结果。 

表 2  实测 3 个信源数据在不同算法下 DOA 估计结果 

算法 DOA 估计结果 

目标 DOA [103°,[256°,320°]] 

L1-SVD [103°,[256°,319°]] 

MUSIC [103°,320°] 

DML [103°,256°] 

本文所提算法 [103°,[256°,320°]] 

 

 
图 3  3 种算法在包含相干与非相干实测信号空间谱图 

表 3 是实测 6 个信源数据的 DOA 结果，使用

MMDL 估计信源数 N 为 6。在实际应用中，DML 对

多信号的测向效果较差，MUSIC 及 L1-SVD 算法存

在不同程度的错误，本文所提算法仍保持良好的性

能，对于多信号测向表现出较强的分辨力和稳定性。 

表 3 实测 6 个信源数据不同算法 DOA 结果 

算法 DOA 结果 错误个数

目标 DOA [37°,96°,171°,290°,322°,358°] — 

L1-SVD [95°,138°,169°,198°,288°,358°] 1 

MUSIC [37°,100°,171°,224°,288°,321°] 2 

DML [95°,169°,195°,260°,333°,358°] 3 

本文所提算法 [37°,96°,171°,290°,322°,358°] 0 
 

为验证算法对相干信号欠定情况，本文对M(M−1)
个相干信源的分辨性能进行了仿真实验，在阵元数为

3 的均匀圆阵，信号的中心频率为 500 MHz，阵元半

径为 0.58 m，快拍数 L=200，信噪比为 10 dB，生成

3 组相干信号[21 ,92 ] [150 ,° ° °、  220 ] [82 ,153 ]° ° °、 。通

过去噪复数 FastICA 算法估计出阵列流行矩阵 Â 。

对 Â 的每一列数据采用 L1 范数稀疏重构算法，

得到三组相干信号空间谱。欠定情况下基于子空间
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的MUSIC 等方法失效，因此，实验对比了L1-SVD 与

本文所提算法性能，如图 4 所示。 

 
图 4  2 种算法在相干信源欠定情况空间谱 

L1-SVD 算法只生成了 5 个谱峰，在[21°,220°]
目标角度正确出现谱峰，由于[82°,92°]和[150°,153°]
两两之间角度间隔较小，此算法只在两组信源中间

位置产生峰值，在 360°处产生一错误峰值，L1-SVD
法在本实验中表现较差。本文所提算法在三组相干

信源的真实 DOA 处均出现峰值，每组相干信号的

真实 DOA 处分别产生 2 个峰值。 
下面的仿真实验验证了本文所提算法对最大

数量非相干信源分辨性能。在六阵元均匀圆阵，信

号的中心频率为 500 MHz，阵元半径为 0.58 m，快拍

数 L=200，信噪比为−5 dB，生成 6 个非相干信源

[30°,60°,120°,150°,180°,210°]。当信源数与阵元数一致

时，基于子空间的 MUSIC 算法将失效，因此，实验

对比了L1-SVD与本文所提算法的性能，如图 5所示。 

 
图 5  2 种算法在非相干最大信源数空间谱对比 

从图 5 可以看出，2 种算法均可测出 6 个信源的

DOA，但 L1-SVD 算法在最后一个信源，即 210°处有

少许偏差，本文所提算法对 6 个信号均能准确定位。 

本文所提算法有一个重要的特性就是可以分辨

间隔较小的信源，且对噪声有良好的稳健性。将这 2
个性能结合在一起进行分析。对于超分辨方法来说，

分辨率取决于信噪比，如超分辨率方法 MUSIC[1]在高

信噪比时显示出良好的分辨率，但一旦噪声变得显

著，它们的分辨率开始下降。DML[1]在初始化良好的

情况下性能较好，但在低信噪比下存在类似的稳健性

问题。由于去噪复数 FastICA 和稀疏重构算法的结合

使用，本文所提算法可以承受更高水平的噪声。 
在九阵元均匀圆阵，3 个入射信号分别为 15°、

20°、25°，快拍数L=200，信噪比为−10 dB，中心频

率为500 MHz，阵元半径为 0.58 m 条件下，MUSIC、
L1-SVD 和本文所提算法进行低信噪比、小间隔仿

真实验，结果如 图 6～图 8 所示。 

 
图 6  MUSIC 算法空间谱 

 
图 7  L1-SVD 算法空间谱 

从图 6 和图 7 可以看出，在低信噪比、小间隔

情况下，MUSIC 和 L1-SVD 算法都只能得到 2 个信

源对应的角度，无法得到正确 DOA。从图 8 可以看

出，本文所提算法分别得到 3 个信源对应的正确

DOA，对噪声稳健性强，且可定位小间隔的信源。 

7  结束语 

本文提出了一种基于去噪复数 FastICA 和稀疏
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重构的 DOA 估计方法，与传统 DOA 方法相比，该

方法可以解决入射信号总数欠定情况下，相干信号

的 DOA 估计问题。当阵列传感器数量为 M 时，本文

所提算法最多可以处理 ( 1)M M − 个入射信号。该算

法也同样适用于阵元数与信源数相等，即 M=N 情况

下非相干信源的 DOA 估计，以及非相干与相干信号

共存的 DOA 估计；而且，在低噪声、小信源间隔的

情况下仍表现出良好的分辨率。经过理论分析、实际

数据实验和仿真实验均可证明该算法的有效性。 

 
图 8  本文所提算法空间谱 
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